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Introduction 

Une variete complexe projective X est dite de Fano si elle est normale et si son diviseur 
anticanonique —Kx est de Cartier et ample. On sait qu'il existe seulement un nombre fini de 
families de varietes lisses, de Fano et de dimension donnee. Cependant ces families sont seulement 
connues jusqu'en dimension 3. 

Les varietes toriques donnent beaucoup d'exemples de varietes de Fano. Plus precisement, 
V. Batyrev a classifie les varietes toriques de Fano de dimension n en termes des polytopes reflexifs 
de dimension n |Ba94j : ce sont les polytopes convexes de M*^ a sommets dans contenant 
dans leur interieur et tels que leur polytope dual verifie les memes hypotheses. 

De plus, certaines proprietes ou certains invariants geometriques des varietes toriques de Fano, 
comme la lissite, le nombre de Picard ou le degre, se lisent facilement sur le polytope reflexif as- 
socie. Cela a permis a O. Debarre de majorer le degre {—KxY des varietes toriques lisses de Fano 
en fonction de la dimension d et du nombre de Picard |Den3j . D'autre part, C. Casagrande 
a recemment donne une maj oration optimale du nombre de Picard des varietes toriques Q- 
factorielles et de Fano en fonction de la dimension |Ca06j . 

Get article a pour but de generaliser tous ces resultats aux varietes horospheriques. Soit G 
un groupe algebrique reductif connexe. Un G-espace homogene est dit horospherique de rang n 
si c'est un fibre en tores (C*)" sur une variete de drapeaux. Voici quelques exemples d'espaces 
homogenes horospheriques G/ H : 
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Une variete horospherique est un plongement d'un espace homogene horospherique G/H, 
c'est-a-dire une G- variete normale contenant une orbite ouverte isomorphe a G/H ; son rang est 
celui de G/H. Parmi les varietes horospheriques, on compte les varietes toriques (lorsque G/H 
est un tore : exemple 1) et les varietes de drapeaux (exemple 2). Ces dernieres sont lisses et de 
Fano. 

Les varietes horospheriques font partie de la famille des varietes spheriques. Les plongements 
d'un espace homogene spherique G/H fixe ont ete classifies en termes d'eventails colories par 
D. Luna et T. Vust |LV83j . Lorsque G/H est horospherique de rang n, on montre que les plonge- 
ments de Fano deG/H sont classifies en termes de certains polytopes rationnels, dits G/if-reflexifs 
(voir la definition 13. 3|) . Ces polytopes sont de dimension n (tout comme les eventails colories). II 
est important de remarquer que la dimension de G/H est plus grande que n, avec egalite si et 
seulement si G/H est un tore ; dans ce dernier cas, les polytopes G/-fr-reflexifs sont les polytopes 
reflexifs definis par V. Batyrev. A rang egal, les polytopes G/if-reflexifs peuvent etre beaucoup 
plus nombreux que les polytopes reflexifs. Lorsque G et H sont comme dans I'exemple 6, il y 
a, a automorphisme pres, 398 polytopes G/F-reflexifs ch.6]. En comparaison, on compte 

seulement 16 polytopes reflexifs de dimension 2. 

V. Alexeev et M. Brion ont montre que I'ensemble des classes d'isomorphisme des varietes 
spheriques de Fano de dimension fixee est fini (AB04] . On verra que la classification precedente 
permet d'avoir une version effective de ce resultat pour les varietes horospheriques de Fano dont 
I'orbite ouverte est fixee. 

Dans la partie 1, on presente la classification de Luna et Vust dans le cas d'un espace homogene 
horospherique G/H. 

Un critere de lissite est donne pour les varietes horospheriques dans la partie 2. Ce critere, qui 
generalise le resultat de F. Pauer jPa83j . a aussi ete obtenu recemment par D. Timashev |Ti06l 
th. 28.3]. On montre aussi que, comme dans le cas torique, toute sous- variete irreductible et stable 
par G d'une variete horospherique lisse, est aussi lisse. 

Dans la partie 3, on classifie les plongements de Fano de G/H en termes de polytopes G/H- 
reflexifs, et on donne une borne explicite du nombre de classes d'isomorphisme de plongements 
de Fano de G/H. 
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Grace a cette classification, on demontre les resultats suivants, dans la partie 4. 

Theoreme 0.1. Soit X une variete horospherique de Fano, localement factorielle, de dimension 
d, de rang n et de nomhre de Picard p. 
Si p > 1 alors 

{-KxY < d\d'^P+''. 

Si p = 1, on a 

{-Kxf < d\ + 

Remarquons qu'une variete lisse est toujours localement factorielle. La reciproque est vraie 
pour les varietes toriques mais elle est fausse pour les varietes horospheriques. 

Theoreme 0.2. Soit X une variete horospherique de Fano, factorielle, de dimension d, de 
rang n et de nomhre de Picard p. On a 

p <n + d<2d 

avec p = 2d si et seulement si d est paire et X = (S's)'^^^ ou S3 est I'eclatement de en trois 
points non alignes. 

Les preuves de ces deux resultats sont inspirees de celles des resultats analogues dans le cas 
torique ( |De03j . |(]an6j ). II faut prendre en compte le fait que les polytopes G///-reflexifs ne 
sont pas a sommets entiers comme dans le cas torique. Cependant, les sommets non entiers sont 
parmi un nombre fini de points rationnels qui dependent seulement de G/H, ce qui permet de 
controler les changements qui apparaissent entre les cas torique et horospherique. On utilisera 
alors des arguments de geometric convexe ainsi que des elements de combinatoire sur les groupes 
algebriques reductifs. 

On remarquera que les varietes de nombre de Picard 1 sont souvent etudiees a part : quelles 
sont ces varietes ? Les seules varietes toriques lisses et de nombre de Picard 1 sont les espaces 
projectifs. Par contre, parmi les varietes horospheriques lisses de nombre de Picard 1, on compte 
les varietes de drapeaux G/P avec P maximal, mais aussi des varietes non homogenes. L'etude 
de ces varietes est en cours. 

Dans la cinquieme et derniere partie, on demontre le resultat suivant. 

Theoreme 0.3. Soient X une variete horospherique projective de rang n, et D un diviseur de 

Cartier et ample. Alors (n — 1)D est tres ample. 

Si de plus X est localement factorielle, alors D est tres ample. 

Dans le cas torique, la premiere partie de ce theoreme est due a G. Ewald et U. Wessels 
|EW91j . et la deuxieme partie a M. Demazure |De7nj . On utilisera un resultat combinatoire de 
|EW91j pour demontrer ce resultat. 

Une question naturelle se pose : est-ce que ces trois theoremes peuvent se generaliser aux 
varietes spheriques ? 

La premiere assertion du theoreme ID .31 reste vraie pour les varietes spheriques. Quant au reste, 
on salt que toute variete spherique de Fano X degenere en une variete horospherique (ou meme 
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torique) Xq qui est projective et Q-Fano, c'est-a-dire, il existe un entier positif k tel que —kKx^ 
est de Cartier et ample |BA04j . Mais I'entier k peut etre tres grand, et la variete Xq est en general 
tres singuliere. Ainsi tous ces resultats ne sont qu'une premiere etape dans la classification des 
varietes spheriques de Fano. 

Pour avoir des exemples de polytopes G/i^-reflexifs et de varietes horospheriques de Fano de 
rang 2, on peut regarder les chapitres 6 et 7 de |Pa06j . On y trouve notamment une description 
des plongements lisses de Fano de {SL2 x C*)/U et SL3/U. 

1 Notations 

Toutes les varietes considerees sont des varietes algebriques sur C. 

On se donne un groupe algebrique G reductif (c'est-a-dire qui ne contient aucun sous-groupe 
distingue isomorphe a C") et connexe sur C, un sous-groupe de Borel -B de G, un tore maximal T 
de B et le radical unipotent U de B. On note R I'ensemble des racines de {G, T), I'ensemble des 
racines positives (c'est-a-dire I'ensemble des racines de {B,T)), S I'ensemble des racines simples, 
A (respectivement A+) le groupe des caracteres de i? ou de T (respectivement I'ensemble des 
caracteres dominants) et W le groupe de Weyl de {G,T). Pour toute racine simple a, on note a 
sa coracine et LOa le poids fondamental associe a a. 

Pour tout sous-groupe ferme H de G, Ng{H) designe le normalisateur de H dans G, et Ru{H) 
est le radical unipotent de H. 

Lorsque I C 5, on note Wj le sous-groupe de W engendre par les reflexions simples Sa pour 
tout a € /, et de meme Rj (respectivement R'^) designe I'ensemble des racines (respectivement 
positives) qui sont combinaisons lineaires des racines simples de /. On note Pi le sous-groupe 
parabolique de G engendre par B et Wi. Alors / i — > Pj est une bijection entre I'ensemble des 
parties de S et I'ensemble des sous-groupes paraboliques contenant B |Sp981 th. 8.4.3]. 

Pour tout caractere dominant A, on note ^(A) le G-module simple de plus grand poids A 
|Hu75| ch.XI], et V{X)* son dual. On designe par v\ un vecteur propre de V{X) de poids A, et le 
stabilisateur de la droite Cvx est un sous-groupe parabolique de G contenant B qu'on note i-*(A). 
En ecrivant A = X^aeS' ^""^q:' ^" etant des entiers positifs ou nuls, on a P{X) = Pi oh I est 
I'ensemble des racines simples a telles que Xq soit nul. 

Les G-modules consideres seront toujours rationnels et de dimension finie. Si V est un G- 
module, on note (respectivement V^) I'ensemble des points fixes de V sous Taction de G 
(respectivement C/), et V'^^^ I'ensemble des vecteurs propres de V sous Taction de B. Comme V 
est semi-simple, on a une decomposition en G-modules simples (011 les m\ sont des entiers positifs 
ou nuls) : 

y=0y(A)©™^ et = (Ct^a)®™^ 

AeA+ AeA+ 

Definition 1.1. Un sous-groupe ferme H de G contenant U est dit horospherique. Dans ce cas, 
on dit aussi que Tespace homogene G/H est horospherique. 
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Exemple 1.2. Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B et soient Xi5---)Xn des 
caracteres de P. Alors I'intersection des noyaux des Xi dans P est un sous-groupe horospherique. 

En fait tout sous-groupe horospherique H est de cette forme. 

Proposition 1.3. Soit H un sous-groupe horospherique de G. II existe un unique sous-groupe 
parabolique P contenant B tel que H soit I'intersection de noyaux de caracteres de P. De plus, 
P = Ng{H). 

Demonstration. D'apres le theoreme de Chevalley |Hu751 11.2], il existe un G-module V et une 
droite L de F telles que H soit le stabilisateur de L, c'est-a-dire H = {x ^ G \ x.L = L}. 
Decomposons V en somme directe de G-modules simples : 



y = ViXf 



avec mx non nul pour tout A dans un sous-ensemble fini A^J" de A+. Comme U C H,ona L C = 
e^g^+(CfA)®"'^- Soit Af C A^ un sous-ensemble minimal tel que L C e^g^+(Ct7A)®"'^. Alors il 
existe V' = ®x^\+y{^) C V tel que la projection L' de L sur V' verifie H = {x e G \ x.L' = L'}. 
On pent done supposer que L est engendree par un vecteur de la forme axvx avec tons les 

OAT^O. NotonsP = nAgA+^(^)- 

Montrons que P convient. Le theoreme de Chevalley nous dit que 

H = {x £G\ 3Xo{x) G C*, x.v = Xoix)v} 

= {xG Pi P(A) I VA,/i G A+, A(x) =/i(x)}. 
AeA+ 

Soit // G Af , alors H = nAeA+ ker(A — ^) C P. 

Montrons que P = Ng{H). On a clairement P C Ng{H), de plus Ru{H) = Ru{P) et P = 
Ng{Ru{P)), done Ng{H) C Ng{Ru{H)) = P. □ 

Definition 1.4. Soit H un sous-groupe horospherique. On note / le sous-ensemble de S tel que 
P = Pj. Puis on definit M comme I'ensemble des caracteres de P dont la restriction a H est 
triviale ; c'est un sous-reseau de A. On note le reseau dual de M. Le rang de M est appele le 
rang de G/H ; on le note n. On notera aussi d la dimension de G/H, on a evidemment 

d = n + dim{G/P) =n + ]\{R+\Rj). (1.4.1) 

On pose Mr := M (g)^ M et Ar := N ^■ 

Remarque 1.5. L'espace homogene G/H est I'espace total d'une fibration sur la variete de 
drapeaux G/P de fibre le tore P/H. Ce dernier est isomorphe au tore dual de M par I'application : 

P/H — > {homomorphismes de groupes M ^ C*} 
pH I — > ix^xip)]- 

On va classifier les espaces homogenes horospheriques G/H en termes de sous-reseaux de A 
et de sous-ensembles de 5. 



5 



Proposition 1.6. La constuction ci-dessus qui d un espace homogene horospherique G/H associe 

le couple {M,I) definit une bijection de Vensemhle des G-espaces homogenes horospheriques sur 
I'ensemble des couples {M,I), ou I est un sous-ensemble de S et M un sous-reseau de A tel que 
pour tous a E I et X & ^ , {Xi oi) = 0. 

Demonstration. Remarquons d'abord que pour tout x G A, la condition (%, d) = pour a € I 
est equivalente au fait que % s'etend en un caractere de Pj. 

Ensuite, a un couple (M, /) verifiant cette condition, on associe I'espace homogene horospheri- 
que G/H, ou H est I'intersection des noyaux des caracteres x ^ ^ dans Pj. On verifie alors 
facilement que les deux applications sont inverses Tunc de I'autre. □ 

Definition 1.7. Un plongement d'un espace homogene G/H est un couple {X,x), ou X est une 
G-variete algebrique normale et x est un point de X, tels que I'orbite de x dans X soit ouverte 
et isomorphe k G/H. 

Deux plongements {X, x) ct {X', x') sont isomorphes s'il existe un isomorphime G-equivariant de 
X sur X' qui envoie x sur x' . 

Une variete horospherique est une G-variete algebrique normale qui contient une orbite ouverte 
isomorphe a un espace homogene horospherique. Le rang d'une variete horospherique est le rang 
de sa G-orbite ouverte. 

Un espace homogene G/H est dit spherique s'il contient une orbite ouverte sous Taction d'un 
sous-groupe de Borel B de G. Une variete spherique est une G-variete algebrique normale qui con- 
tient une orbite ouverte isomorphe a un espace homogene spherique. Toute variete horospherique 
est spherique ; ceci resulte cn cffct dc la decomposition de Bruhat. 

Remarque 1.8. Soit {X,x) est un plongement d'un espace homogene spherique (respectivement 
horospherique) G/H. Alors X est une variete spherique (respectivement horospherique). 

Inversement, soit X une variete spherique (respectivement horospherique). Soit x un point de 
I'orbite ouverte dc X. Notons H le stabilisateur de x dans G. Alors, G/H est un espace homogene 
spherique (respectivement horospherique), et {X, x) est un plongement dc G/H. II faut remarquer 
que la classe d'isomorphisme du plongement (X, x) depend du choix de x. En effet, soit x' un autre 
point de I'orbite ouverte de X. Les plongements {X,x) et {X,x') sont isomorphes si et seulement 
si le stabilisateur de x' dans G est aussi H ; autrement dit si et seulement si on a x' = p.x, ou 
pGP = Ng{H). 

Ainsi, il ne faut pas confondre « classe d'isomorphisme de plongements de G/H » et « classe 
d'isomorphisme de varietes horospheriques dont I'orbite ouverte est isomorphe k G/H ». 

Dans la suite de Particle, le point d'un plongement est sous-entendu : « soit X un plongement 
de G/H » signifie rigoureusement « soit {X,x) un plongement de G/H ». 

La classification des plongements d'un espace homogene spherique fixe est obtenue par I'etude 
de leurs orbites sous les actions de G et B, mais aussi de leurs diviseurs irreductibles stables sous 
ces actions. 

Definition 1.9. Soit G/H un espace homogene spherique. On note P I'ensemble des diviseurs 
irreductibles de G/H qui sont stables par B mais non par G. Les elements de V sont appeles 
couleurs. 
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Soit X un plongement de G/H. On note Xi,. . . ,Xm les diviseurs irreductibles de X stables 
par G. On pent identifier V avec Tensemble des diviseurs irreductibles de X qui sont stables par 
B mais non par G. Ainsi, P U {Xi, . . . ,Xm} est I'ensemble des diviseurs irreductibles i?-stables 
de X. 

Une couleur de X est une couleur qui contient une G-orbite fermee. 

Remarque 1.10. Attention, I'ensemble des couleurs de G/H est vide. En effet, toute couleur 
D & T> est de codimension 1 done D ne contient pas G/H (unique orbite fermee du plongement 
G/H). Lorsqu'on aura besoin de preciser a partir de quel espace homogene horospherique sont 
definies les couleurs, on dira : « les couleurs associees a I'espace homogene ». 

Si G/H est horospherique, I'ensemble des i?-orbites de codimension 1 de G/H est I'ensemble 
des BwQSaP/ H lorsque a decrit S\I et ori wq est I'element de longueur maximale dans W. Les 
couleurs sont alors les adherences Da des i?-orbites BwQSaP/ H dans G/H et V est en bijection 
avec S\I. 

Definition 1.11. Une variete spherique est simple si elle ne contient qu'une seule orbite fermee. 
Si G/H est un espace homogene spherique, alors tout plongement de G/H est reconvert par les 
plongements simples de G/H qu'il contient. 

Une variete spherique est toroidale si elle n'a aucune couleur. 

Soit X un plongement d'un espace homogene horospherique G/H. Definissons une application 

a:VU{X^,...,Xm}^N (1.11.1) 

de la fagon suivante^. Soit D un diviseur i?-stable de X. II definit naturellement une valuation 
vd, -B-invariante, du corps des fonctions rationnelles C{G/H) = C{X). On en deduit done un 
homomorphisme de groupes C{G / H)^^^ /C* — > TL. En remarquant ensuite que M est isomorphe 

a 

C(G/F)(^)/C*, la restriction de vy) a C{G / H)^^^ / C* definit alors un element de qu'on note 
(y{D). Notons que la restriction de u a P ne depend pas de X mais que de G/H. En fait, si 
a € S\I, I'image par a de la couleur est simplement la restriction a M de q. Dans ce cas, on 
notera cette image cum au lieu de a{Da). 

Remarque 1.12. II se pent que I'application a ne soit pas injective. Ainsi, si G/H est horospherique, 
fj n'est pas toujours une bijection entre T) et I'ensemble {otM \ ct € S\I}. Par exemple, lorsque 
H = P, I'application a est constante car A^ = {0}. 

Exemples 1.13. (1) L'espace homogene horospherique SL2/U, de rang 1, est isomorphe a 
C^\{0}. On pent choisir B (respectivement U) egal a I'ensemble des matrices de SL2 de la 

(* * \ / 1 * \ 

Q ^ j (respectivement ( ^ 1 ) P = P-, ^ = {"^li I = etU est le noyau de tOa 

dans B. On remarque que le morphisme SL2/U — > SL2/P est la projection de C^\{0} sur P^. 

L'action naturelle de SL2 sur induit une action de SL2 sur ~ P(C © C^). En notant 
xo,xi,X2 les coordonnees homogenes sur P^, on remarque que P^ est un plongement de SL2/U. 

^EUe est definie de la meme fagon dans le cas spherique, ou on pose M = C{G/ H)^^^ /C* (pour plus de details, 
se referer a |Kn91p . 
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En fait SL2/U correspond a I'ouvert {[1, xi, 3:2], (a^i, 3:2) £ C^\{0}} de P^. Notons encore le 
point fixe [1,0,0] de sous Taction de 5L2, D la droite {[xo,xi,X2] G P^,xo = 0} (de sorte que 
P^\Z) = C^) , et le diviseur exceptionnel de Teclatement de P^ au point 0. Alors les plongements 
non triviaux de SL2/U sont les 5 varietes presentees dans le tableau suivant. 





plongement X 
de SL2/U 


diviseur (s) 
5'L2-stable(s) 


5L2-orbite(s) 
fermee(s) 


couleur 
de X 


1/ 




aucun 


{0} 


Da 


2/ 


P"\{0} 


D 


D 


aucune 


3/ 




D 


D et {0} 


Da 


4/ 


eclate en 


E 


E 


aucune 


5/ 


P^ eclate en 


D et E 


D et E 


aucune 



Pour I'espace homogene SL2/U, V est le singleton {Da} oh Da est I'ensemble {[1, xi, 0], xi G 
C*}. Les plongements 1/, 2/ et 4/ n'ont qu'une S'L2-orbite fermee ; ce sont des varietes horospheriques 
simples. Les plongements 2/, 4/ et 5/ n'ont pas de couleur; ce sont des varietes horospheriques 
toroidales (voir la definition . On remarque aussi que P^ eclate en est reconvert par 
eclate en et P^\{0}, puis que P^ est reconvert par P^\{0} et C^. 

Dans cet exemple, les reseaux M et A'^ sont isomorphes a Z. La figure suivante represente la 
droite Ajr avec I'image par a des diviseurs irreductibles stables par B de P^ eclate en : 

a{D) a{D„) = a{E) 
1 ^ 0. ^ ^ iV, 



(2) Quand G/H est horospherique, on rappelle que P/H est isomorphe au tore dual de M 
par I'application pGPi— *-(x€Mi— > x{p))- Soit Y une variete torique sous Taction de ce tore ; 
P agit alors sur Y. 

Soit G Y le quotient de G x y par la relation d'equivalence {g,y) ~ {9P~^,P-y) pour 
tout g^G,p(zPety^Y. Alors X = G Y est une variete algebrique normale munie 
d'une fibration G x^ Y — > G/P. C'est aussi un plongement de G/H et les diviseurs Xi sont les 
G x-^ 1^ ou les 1^ sont les diviseurs irreductibles de Y stables par le tore. Et pour tout a dans 
S\I, Da est BwQSaP x^Y.On remarque alors que chaque couleur ne contient aucune G-orbite 
de X : c'est une variete horospherique toro'idale. En fait, les varietes horospheriques toroi'dales 
sont toujours de la forme ci-dessus, c'est-a-dire des fibres sur une variete de drapeaux, de fibre 
une variete torique (cela resulte du theoreme II . 1 71 et de T exemple II .lyr s)). 

Lorsqu'on se donne un espace homogene horospherique G/H de rang n, on lui associe un sous- 
groupe parabolique P, un ensemble / C S" et un reseau A^ C Ak de rang n (voir la proposition II .HI 
et la definition II .41) . On a aussi I'ensemble des couleurs D (voir la definition II. 9|1 . et I'application 
a:V — ^ A^ 11.111 . 

Definition 1.14. Soit G/H un espace homogene horospherique^ fixe (avec toutes les donnees 
associees ci-dessus). 

^Si G/H est spherique, la definition des cones et eventails colories est quasiment identique (voir |Kn91l chap. 

4]). 
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Un cone colorie de est un couple (C, T) ou C est un cone convexe de N-^ et est un 
sous-ensemble de V appele I'ensemble des couleurs du cone colorie, tel que 

(i) C est engendre par un nombre fini d'elements du reseau N et contient <t(^), 

(ii) C est saillant (c'est-a-dire ne contient aucune droite) et ct(^) ne contient pas I'origine. 

Une face coloriee d'un cone colorie (C,^) est un couple {C ,!F') oii C est une face du cone C 
et J^' est I'ensemble des elements de dont I'image par a est dans C . 

Un eventail colorie de est un ensemble fini F de cones colories tel que 

(i) toute face coloriee d'un cone colorie de F est dans F, 

(ii) pour tout element u de N^, il existe au plus un cone colorie {C,J^) de F tel que u soit dans 
I'interieur relatif de C. 

Un eventail colorie F est dit complet si pour tout element x de il existe un cone colorie 
(C, de F tel que x soit dans C. 

On dira qu'un element D de V est une couleur de F s'il existe un cone colorie de F dont D 
est une couleur. 

Remarques 1.15. Lorsque G est un tore, I'ensemble des couleurs T> est vide, et on retrouve la 
definition d'un eventail. 

La derniere condition dans la definition d'un eventail colorie implique que I'intersection de 
deux cones colories est une face coloriee commune. 

Si deux couleurs ont la meme image par cr, alors il se pent qu'un cone colorie ne possede 
qu'une des deux couleurs. 

Exemple 1.16. Revenons a rexemDle ll.l3r i). Les eventails colories non triviaux de Nfi sont les 
suivants : 

• o • - - o • — Q 

4/ 11 1/ 



• e • — @ 

5/ 3/ 

On represente I'origine par un point noir, la couleur par un point blanc, et une couleur de I'eventail 
en ajoutant un anneau gris autour du point blanc. Les aretes de I'eventail colorie sont les demi- 
droites noires issues de I'origine. 

Comme a n'est pas injective, un point blanc pourrait etre I'image de deux couleurs. Dans 
toutes les figures de Particle, ce cas genant n'aura pas lieu. 

L'eventail i/ correspond au plongement i/ de SL2/U et I'eventail trivial {({O},0)} correspond 
au plongement trivial SL2/U. 

On obtient un cone colorie (C, J^) a partir d'un plongement simple X de la fagon suivante. 
Soit Y I'unique G-orbite fermee de X ; alors J- est I'ensemble des couleurs qui contiennent Y. 
Ensuite C est le cone engendre par cr{!F) et I'ensemble des cr{D) lorsque D parcourt I'ensemble 
des diviseurs irreductibles de X stables par G. 

Pour un plongement quelconque X, I'eventail colorie associe est I'ensemble des cones colories 
associes aux plongements simples inclus dans X. On remarque que les couleurs de X sont les 
memes que les couleurs de I'eventail colorie associe a X. 
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Theoreme 1.17 (cas particulier^ du theoreme 4.3 de [Kn9l]). Soit G/H un espace ho- 
mogene horospherique. La constuction ci-dessus definit une bijection entre I'ensemble des classes 
d'isomorphisme de plongements de G/H (definition \l.T\) et I'ensemble des eventails calories de 
N^. De plus, les plongements complets correspondent aux eventails colories complets. 

Remarques 1.18. On retrouve la classification des varietes toriques lorsque G/H est un tore. 

Exemples 1.19. (1) Voici un autre exemple de rang 1. Notons a et /3 les racines simples de SL^, 
et posons H = ker(2u;Q — ojjs) C B. Les plongements complets de SL^/H sont en bijection avec 
les eventails colories suivants. 

e • e e • @ 



@ • e © • O 

(2) Donnons maintenant un exemple de rang 2. Soient G = SL2 x C* et H = U ; alors M 
a pour base uja et le caractere trivial de C*, 011 a est la racine simple de SL2- Voici quelques 
exemples d'eventails colories complets de qu'on pent obtenir dans ce cas. 




On pent facilement remarquer que le nombre d'eventails colories est fini lorsque le rang est 1, 
alors qu'il est infini des que le rang est au moins 2. 

(3) Soit X = G x^y un plongement toroidal de G/H comme dans I'exemple 11.131 (2). Notons 
E I'eventail de Y dans A^jr ; alors I'eventail colorie associe a X est I'ensemble des cones colories 
(C,0) lorsque C parcourt E. Dans I'exemple (1) ci-dessus, seul le premier eventail correspond a 
un plongement toroidal ; ce dernier est un fibre en sur SL^/B. Et dans I'exemple (2) ci-dessus, 
le premier et le troisieme eventails colories correspondent a des plongements toroidaux. 

2 Varietes horospheriques lisses 

F. Pauer a classifie les plongements lisses de G/H lorsque H = U |Pa83j . On va generaliser 
ce resultat a tons les espaces homogenes horospheriques G/H. Mais avant de donner un critere 

''L'enonce du theoreme de D. Luna et Th. Vust |Kn91l th.4.3] est le meme que celui du theoreme ci-dessus avec 
G/H spherique. 
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de lissite pour les varietes horospheriques, on va etudier une condition necessaire plus simple a 
caracteriser. 

Definition 2.1. Une variete normale est dite localement factorielle si tout diviseur de Weil est 
de C artier. 

Une variete lisse est toujours localement factorielle. La reciproque est vraie dans le cas torique. 
Par contre elle ne Test pas dans le cas spherique, ni horospherique. Par exemple, soit lo un poids 
fondamental, soit X = G.v^ le cone affine sur G/P{uj) dans V{io) ; alors X est un plongement 
de rang 1 de G/H pour H = ker(a;) C P{uj)- On pent verifier que X est toujours localement 
factoriel ; mais X est lisse si et seulement si c'est V{uj) tout entier. On donnera d'autres exemples 
de varietes horospheriques localement factorielles et non lisses a la fin de cette partie. 

A I'aide de la caracterisation des diviseurs de Cartier sur une variete spherique |Br89l prop. 3.1], 
on va caracteriser les plongements d'un espace homogene horospherique G/H qui sont localement 
factoriels. La preuve est laissee au lecteur. 

Proposition 2.2. Soit X un plongement d'un espace homogene horospherique G/H d'eventail 
colorie F. Alors X est localement factoriel si et seulement pour tout cone colorie maximal (C, J-) 
de ¥, 

(i) les elements de J- ont des images deux a deux distinctes par a, 
(a) C est engendre par une partie d'une base de N contenant (t{J~)- 

Remarque 2.3. S'\ X = G Y est un plongement toroidal (voir Fexemole 11.13^ 2')'). I'eventail 
colorie F n'a pas de couleur. Done X est localement factoriel si et seulement si tout cone colorie 
maximal (C, 0) de F est engendre par une base de A^, c'est-a-dire si et seulement si Y est localement 
factoriel (et meme lisse). En fait, les plongements toroi'daux localement factoriels d'un espace 
homogene spherique sont toujours lisses (ceci se deduit de |Br97b| 2.4 prop.l]). 

Avant d'enoncer la caracterisation des varietes horospheriques lisses, donnons la definition 
suivante. 

Definition 2.4. Solent I et J des sous-ensembles disjoints de S. Notons Ts le diagramme de 
Dynkin de G, et P/yj le sous-graphe de P^ dont les sommets sont les elements de / U J et les 
aretes sont celles de P5 qui relient deux elements de I U J. 

Alors on dira que (/, J) est lisse si toute composante connexe P de P/uJ verifie I'une des 
conditions suivantes : 

1/ P est un diagramme de Dynkin de type dont les sommets sont tons dans I sauf une des 
deux extremites qui est dans J ; 

o o o o 

J I 

2/ P est un diagramme de Dynkin de type Cn dont les sommets sont tons dans / sauf I'extremite 
simple (c'est-a-dire non reliee a I'arete double) qui est dans J ; 

o o o c rY—n 

Z- \ 

J I 

3/ P est un diagramme de Dynkin de type quelconque dont tous les sommets sont dans /. 
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Exemple 2.5. Considerons le diagramme de Dynkin suivant : 

O O O O OI^^O 

a2 CKs Q;4 0^5 Ct6 

Si / = {Q2,a5,a6} et J = {01,04}, alors {I, J) est lisse. 

Par centre, si / = {ai, 03} et J = {02}, alors (/, J) n'est pas lisse. 

Theoreme 2.6. 5oii G/i/ un espace homogene horospherique. Rappelons que S designe I'ensem- 
hle des racines simples et I le sous- ensemble de S associe d H (voir la definition \1.4\ )- 

Un plongement X de G/H , d'eventail colorieW, est lisse si et seulement si les deux conditions 
suivantes sont verifiees. 

(i) X est localement factoriel (c'est-d-dire F verifie les conditions de la proposition 

(a) Pour tout cone colorie maximal {C,T) de F, on note Jjr I'ensemble des a G S\I telles que 

Da soit dans T . Alors (I, Jjr) est lisse. 

Remarque 2.7. Si X est un plongement toroidal, il n'a pas de couleur. Or (1,0) est lisse pour 
tout /, done la condition (ii) est toujours verifiee. On retrouve ainsi le fait que X est lisse si et 
seulement si X est localement factoriel. 

La preuve du theoreme se fait en plusieurs etapes : apres s'etre ramene au cas 011 X est un 
plongement simple, on se ramenera au cas 011 X est affine, puis lorsque X est lisse, au cas oil c'est 
un G-module, et on fera ensuite une liste de tons les G-modules horospheriques. 

Avant de passer a la demonstration du theoreme, enongons quelques lemmes. 

Lemme 2.8. Soit X un plongement simple de G/H. Notons Y = G/H' son unique G-orbite 
fermee. On peut supposer que H' D H. Alors il existe un unique morphisme G-equivariant vr : 
X — >Y. 

Soient P = Ng{H), P' = Nq[H') et L (respectivement L' ) le sous-groupe de Levi de P 
(respectivement P' ) contenant T, si bien que P d P' et L d L' . Soit Z = '7t^^{P' /H') ; c'est une 
L' -variete. Alors Z est une variete horospherique sous Vaction de L' , c'est un plongement affine 
(et done simple) de L'/{L'r\H), dont I'unique L' -orbite fermee est le tore P'/H'. De plus le cone 
colorie de Z s'identifie a celui de X. 

Remarque 2.9. Si X est une G- variete affine alors les G-orbites fermees de X sont separees par 
C[Xf (voir fK785l II.3.3]). Si de plus, X est une variete spherique, alors toute fonction de C[X] 
est constante. Par consequent, toute variete spherique affine est simple. 

Demonstration. Construisons un morphisme G-equivariant vr : X — ^ Y. 

On sait que X est quasi-projectif ; autrement dit, il existe un G-module V tel que X soit une 
sous- variete localement fermee de P(y). 

G/H^ ^ ^ F{V) 

Y = G/H' 

Soient vq tel que [vq\ = i(yo)) le sous-G-module de V engendre par vq, et : WiV) ---> 
P(y') I'application rationnelle G-equivariante definie par une projection pr : V — > V' . 
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Soit X £ X ; comme X est un plongement simple, I'adherence G.x dans X de I'orbite de x 
contient Y. Soit v £ V tel que [v] = l{x), alors v ne peut pas etre dans le noyau de pr. Par 
consequent, I'application rationnelle (pot est definie en x. 

De plus, la droite Cvq est stabilisee par le sous-groupe H' contenant U, done vq est une somme 
de vecteurs propres de plus haut poids. Du fait que vq S G.v, on en deduit que (poL^x) G G.[?^o] C 
P(y). Via risomorphisme G.[wo] — G/H' , on peut alors definir tt : X — > G/H' par (p o l. 

X^ ^ F{V) 

G/H' —^G.[vo]^ ^ F{V') 

La premiere partie du lemme est alors montree. 

On definit alors Z comme dans I'enonce. C'est naturellement une L'-variete normale car 
TT : X — > G/P' est une fibration de fibre Z. L'orbite ouverte de Z est Z n (G/H) = P'/H = 
L'/{L' n H). La derniere egalite est donnee par le fait que Ru{P') C H C P' implique H = 
{V n H)Ru{P'). De plus I'unique L'-orbite fermee de Z est P' /H\ done Z est un plongement 
simple de L' /{L' n H). 

Pour montrer que Z est affine, etudions les couleurs associees a L' /[V n H) et celles de Z. 
Les couleurs associees a L' /[L' n H) sont les D'^ = Da fl {V /{V n H)) lorsque a decrit le sous- 
ensemble J de 5\/ tel que P' = Pivjj. 

Soit a € J; alors 7r{Da) est I'adherence dans G/H' de BwQSaPH' / H' = BwoSaP'/H' = 
BwqP' / H' , c'est-a-dire vr(L>Q,) = G/H'. Done I'adherence de Da dans X contient Y, c'est-a-dire 
Da est une couleur de X. 

Au contraire, si a G S\{I L) J) alors n^Da) est de codimension 1 dans G/H', done Da n'est 
pas une couleur de X. 

En resume, J est I'ensemble des racines simples associees a une couleur de X. On a aussi 
montre que toutes les couleurs associees a L' / {L' n H) sont aussi des couleurs de Z, car pour tout 
a G J, I'adherence de D'a dans Z contient P'/H'. Or un plongement simple dont les couleurs sont 
exactement celles associees a I'espace homogene est affine |Kn9H th.3.1], done Z est affine. 

II reste a montrer que le cone colorie de Z s'identifie a celui de X. 

Rappelons que le reseau M associe a G/H est I'ensemble des caracteres x de P qui s'annulent 
sur H. Notons M' le reseau associe a L' / (L' n ), c'est-a-dire I'ensemble des caracteres de L' fl P 
qui s'annulent sur L' n H. On a immediatement M C M' . Montrons I'inclusion opposee : soit 
X G Af' , alors x est un caractere de L' n P done aussi de [L! n P)Ru{P') = P, de plus x s'annule 
sur L' nH done aussi sur (L' n H)Ru{P') = H. Ona done M = M' . 

Les cones colories de X et Z sont done tous les deux dans le meme espace et les images 
des couleurs Da pour tout a £ J, sont les memes dans les deux cas. On a deja vu que les couleurs 
de X et Z sont les memes, il suffit done de montrer qu'ils ont le meme cone, ou encore que les 
diviseurs irreductibles G-stables de X sont les memes que les diviseurs irreductibles L'-stables 
de Z. C'est bien le cas, car vr definit une fibration G-equivariante X — > G/P' de fibre Z. □ 

Comme le morphisme vr est une fibration de fibre Z sur la variete de drapeaux G/P' , X est lisse 
si et seulement si Z est lisse. Le lemme precedent nous ramene done a une variete horospherique 



13 



afRne dont la G-orbite fermee est un tore. On va maintenant se ramener a I'etude des G-modules 
horospheriques. 

Lemme 2.10. Soit X un plongement affine (et done simple) de G/H dont I'unique G-orbite 
fermee G/H' est un tore. Notons H'^ la composante neutre de H' ; c'est un sous-groupe reductif 
connexe de G contenant la partie semi-simple de G. 

Alors X est une fibration homogene sur G/H' de fibre une H'^ -variete horospherique Xq avec 
un point fixe. 

De plus X est lisse si et seulement si Xq est isomorphe d un H'^ -module. 

Demonstration. Soit vr : X — > G/H' Papplication definie au lemme precedent. Notons Xq la 
fibre de vr au dessus du point H' /H' . C'est une i^'^-variete horospherique et on a X ^Gx^' Xq. 

De plus Xq est affine car il est ferme dans X. Le point H' /H' est un point fixe de Xq sous 
Taction de H'^. 

II existe un //"^-module V tel que Xq soit isomorphe (comme iJ'^-variete) a un ferme de V. 
Quitte a faire une translation, on pent supposer que le point fixe de Xq est 0. De plus Xq est 
horospherique, en particulier Xq = H'^.Xq , done Xq est stable par action lineaire de C* dans V 
a poids positif. On pent supposer que Xq engendre le //'"-module V, I'espace tangent k Xq en 
est alors egal a V. 

Si X est lisse, alors Xq Test aussi et la dimension de V est egale a celle de Xq. On en deduit 
done que Xq est le //"^-module V. □ 

Le lemme suivant donne une condition necessaire pour qu'un G-module soit horospherique, 
lorsque G est semi-simple. 

Lemme 2.11. Supposons G semi-simple. On note Gi, . . . ,Gk les sous-groupes simples distingues 
de G. On sait alors que G est le quotient du produit des Gi par un sous-groupe fini central. 

Soit V un G-module horospherique. Alors, quitte a rearranger les indices, le G-module V est 
isomorphe a ®^^iV{\i) ou V{Xi) est un Gi-module simple pour tout i G {1, . . . , /c'}, et k' < k. 

Ce lemme decoule directement de |Bo75l chap. 7 ex. 18 ] et de la remarque suivante. 

Remarque 2.12. Soit V = ®'^LiV{Xi) un G-module horospherique. Alors pour tout i ^ on a 
V{Xi)* .V{Xj)* = V{Xi + Xj)* dans C[V] vue comme I'algebre symetrique de V*. 

En effet, comme V est horospherique, C[V] est une sous-algebre de C[G/U]. De plus, comme 
T normalise U, il agit par multiplication a droite sur C[G/U]. De plus on sait que pour tout 
A e A+, 

V{Xr {/ G C[G] I V5 G G, V6 G B, f{gb) = X{b)f{g)} C C[G/U]. 

Onaainsi un isomorphisme de GxT-modules C[G/C/] ~ exeA+^W* et V{X)*.V{fi)* = V{X+n)* 
pour tons A, ^ G A"*". 

Le lemme precedent nous ramene au cas ou G et y sont simples, cas decrit dans le lemme 
suivant. 

Lemme 2.13. Supposons que G est simple. Un G-module simple V{X) est horospherique si et 
seulement si on est dans I'un des deux cas suivants : 
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1. G = SLn c'est-d-dire le systeme de racines est de type An-i, et A est le poids fondamental 
u)a oil a est I'une des deux racines simples situees aux extremites dans le diagramme de 
Dynkin ; 

O O O O 

a 

2. G = Sp2n c'est-d-dire le systeme de racines est de type C„, et A est le poids fondamental 
iUa oil a est la racine simple situees a I'extremite simple dans le diagramme de Dynkin. 

O O O n~~^o 

a 

Demonstration. Si V{X) est horospherique alors G/P{\) est le projectivise de V{\), done le 
groupe de Picard de G/P{\) est isomorphe a Z engendre par 0{1). Done P{X) est un sous-groupe 
parabolique maximal de G, et A est un poids fondamental. 

Les points fixes dans G/ P{\) d'un tore maximal T de G sont tons conjugues par le groupe de 
Weyl W , done les poids de ^(A) le sont aussi : ce sont les w[X), w dans W . Cela signifie que A 
est un poids minuscule au sens de chap 8, 7.3.]. 

II suffit alors de chercher, parmi la liste de ces cas |Bo75l chap 8, 7.3.], ceux qui correspondent 
effectivement a des G-modules horospheriques. Pour cela, on calcule les dimensions de G/P{X) 
et de V{X). Si celle de G/P{X) vaut celle de V{X) moins un, alors V{X) est horospherique, et 
reciproquement. On obtient, apres calcul, le resultat voulu. □ 

II est maintenant possible de classifier les G-modules horospheriques, lorsque G est un groupe 
reductif quelconque. 

Corollaire 2.14 (des deux lemmes precedents). Soient G la composante neutre du centre 
de G et G' la partie semi-simple de G. On rappelle que G = G.G' . On note aussi Gi, . . . ,Gk les 
sous-groupes simples distingues de G' . 

Soit V un G-module ; alors V est horospherique si et seulement siV = ®^^iV{Xi) de sorte 

que 

(1) (Ai, . . . , Xn) est une famille libre de caracteres dominants, 

(2) il existe n' < n tel que, pour tout i € {1, . . . ,n'}, V{Xi) est un Gi-module simple comme dans 
le lemme W.l'A et pour tout i G {n' + 1, . . . , n}, Aj est un caractere de G (c'est-d-dire V{Xi) = C). 

Demonstration. Decomposons V de la faQon suivante : V = V d) V^' . On pent alors ecrire V sous 
la forme e^^i^CAi) de sorte que V = (B'^L^ViXi) et V^' = Q'i^^, ^-^V {Xi) . 

Ainsi, pour i € {1, . . . , n'}, V{Xi) est un G'-module simple, et pour i G {n' + 1, . . . , n}, V{X,i) 
est un C-module simple {y{Xi) = C). 

Si V est horospherique alors V Test sous Taction de G' et V^' Test sous Taction de G. Done, 
par le lemme pour tout i e {1, . . . ,n'}, V{Xi) est un Gj-module simple (quitte a rearranger 
les indices) qui doit bien sur verifier le lemme 12.131 De plus, (A„'+i, . . . , A„) est une famille libre 
done (Ai, . . . , A„) Test aussi. 

La reciproque se deduit du lemme 12.131 □ 
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Remarque 2.15. Si V est comme dans le lemme ci-dessus, on note J I'ensemble des racines 
simples a de G telles que cJq, soit I'un des Aj. 

Alors V est un plongement simple de G/H o\i H = nf^^kerAj C P = Df^iP^Xi). Le reseau 
M associe a V est le sous- reseau de A engendre par la famille (Ai,...,A„), et le cone colorie 
{C,J^) associe a V est tel que = {Da, a G J} et C est le cone engendre par la base duale de 
(Ai, . . . , A„) dans A^. 

De plus, (/, J) est lisse d'apres le lemme 12.131 

On a maintenant tout les outils pour achever la preuve du theoreme 12.61 
Comme tout plongement de G/H est reconvert par des plongements simples et que son eventail 
colorie est donne par I'ensemble des faces des cones colories de ses plongements simples, on en 
deduit qu'il suffit de montrer le theoreme dans le cas oii X est un plongement simple. 

On cherche alors les plongements simples de G/H qui sont lisses. D'apres les lemmes 12.81 et 
I2.1U1 cela revient a chercher les i?"^-modules horospheriques ou H'^ est un groupe reductif dont 
le diagramme de Dynkin est F/yj^- 

Le corollaire 12.141 montre I'implication {X lisse (ii)) du theoreme 12.61 L'implication {X 
lisse=^ (i)) etant triviale, il suffit de montrer que (i) et (ii) impliquent que Xq est un if"^-module. 
Le cone colorie de Xq est le meme que celui de X. Le corollaire 12 . 1 41 et la remarque l2.15l nous disent 
alors que Xq a le meme cone colorie qu'un if"^-module ; Xq est done isomorphe a ce i?"^-module. 
Exemples 2.16. (1) Les deux plongements projectifs de SL2/U sont lisses. En revanche, le 
seul plongement projectif lisse de SL2/ ]i.eic{2u;a) est le plongement toroidal; c'est meme le seul 
plongement localement factoriel. 

(2) Les plongements lisses de {SL2 x C)/U sont exactement les plongements localement fac- 
tor iels. 

(3) Regardons les plongements de {SL2 x SL2)/U. Le reseau N est de rang 2 engendre par 
les couleurs oim = ot et $m = $ (011 a et /3 sont les racines simples de SL2 x SL2). Ainsi les 
plongements lisses de SL2 x SL2 sont encore les plongements localement factoriels. 

(4) Interessons-nous maintenant aux plongements de SL^/U. On obtient exactement les memes 
eventails colories que pour {SL2 x SL2)/U car si a et /3 sont les racines simples de 5I/3, le reseau N 
est toujours engendre par les couleurs Am = « et /3m = Par contre les plongements localement 
factoriels ne sont pas toujours lisses : la condition d'etre localement factoriel ne depend que de 
N et de I'emplacement des couleurs dans A, par contre la lissite depend aussi des racines de G. 
L'eventail colorie suivant donne un plongement lisse de {SL2 x SL2)/U, mais aussi un plongement 
localement factoriel et non lisse de SL3/U, car (0, {a,/3}) n'est pas lisse lorsque a et P sont les 
racines simples de SL3. 
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II faut aussi remarquer que, bien que les eventails colories soient les memes pour {SL2 x SL2)/U 
et SL3/U, ils representent dans le premier cas des varietes de dimension 4, et dans le second, des 
varietes de dimension 5. 

A I'aide de la demonstration du theoreme I2.6| on va montrer le resultat suivant, deja connu 
dans le cas torique. 

Proposition 2.17. Toute sous-variete irreductible et stable par G d'une variete horospherique 
lisse est aussi lisse. 

Demonstration. Soient X un plongement lisse d'un espace homogene horospherique G/H^ et Y 
une sous-variete irreductible et stable par G X. 

Si Y est singuliere, le lieu singulier de Y est ferme et stable par G, done il contient une G- 
orbite fermee de X. Par consequent il suffit de montrer que Y est lisse le long de toute G-orbite 
fermee. On pent alors supposer que X est un plongement simple de G/H. 

Grace aux lemmes 12.81 et I2.1U1 on se ramene au cas 011 X est un //"'-module horospherique 
et Y une sous-variete irreductible et stable par H'^ (011 H'^ est le groupe reductif connexe defini 
au lemme 17.11)1) . II suffit done de montrer que les sous- varietes irreductibles et stables par G d'un 
G- module horospherique sont lisses (pour tout groupe reductif connexe G). 

Pour conclure, on va decrire les G-orbites des G-modules horospheriques, en utilisant la de- 
scription des G-modules horospheriques donnee dans le corollaire 12.141 

Avec les notations du corollaire I2.14( on sait que pour i G {1, • • • les Gj-orbites (ou G- 
orbites) de V{\i) sont le point fixe et y(Ai)\{0}. Et pour i G {n' + 1, . . . ,n}, les G-orbites de 
V[\i) sont et C\{0}. De plus, les caracteres Aj sont independants, done les G-orbites de V sont 
les sommes partielles des y(Aj)\{0}. 

On en deduit que les sous-varietes irreductibles et stables par G d'un G-module horospherique 
V sont les sous-G-modules de V . Elles sont done evidemment lisses, ce qui montre la proposition. 

□ 

Remarque 2.18. Ce resultat n'est pas vrai pour les varietes spheriques (cf |Br94j ) . 

3 Classification des plongements de Fano 

Le but de cette partie est de classifier, en termes de polytopes, les plongements projectifs d'un 
espace homogene horospherique fixe qui sont de Fano, de fagon a generaliser la classification des 
varietes toriques de Fano. 

Rappelons qu'une variete projective est de Fano si elle est normale et si son diviseur anti- 
canonique est de Cartier et ample. Dans cette partie, on fixe un espace homogene horospherique 
G/H. Les notations sont celles de la partie ^ 

Lorsque G/H est de rang 0, c'est-a-dire lorsque H est un sous-groupe parabolique P, le seul 
plongement est la variete de drapeaux G/P, qui est lisse et de Fano. Je me place maintenant dans 
le cas ou G/H est de rang au moins 1. Les eventails colories complets consideres ne seront done 
pas reduits au point 0. 

La premiere etape consiste a determiner un diviseur anticanonique des plongements de G/H. 
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Proposition 3.1. Soit X un plongement projectif de G/H . Un diviseur anticanonique de X est 

m 

-Kx = ^Xi+ aaDa 
i=l aeS\I 

oil tta est rentier {2p^ , a) et 2p^ est le caractere donne par YlaeR+\Ri ^' 

Pour prouver ce resultat (qui est un corollaire de |Br97a[ th.4.2]), on se ramene au cas ou 
X est un plongement toroidal. On note vr : X — > G/P la fibration de fibre torique Y. On a 
alors Kx = tt*{Kq/p) + K-,^. La fin de la preuve utilise le resultat connu dans le cas torique 
—Kx = Z^i^i Xi et le resultat pour les varietes de drapeaux 

aeS\I 

Par construction de I'eventail colorie associe k X, les diviseurs irreductibles G-stables Xi cor- 
respondent aux aretes de I'eventail F associe a X qui ne sont pas engendrees par une couleur. On 
note Xi € N I'element primitif de I'arete correspondante a Xi. 

Afin de determiner les plongements de Fano de G/H, on utilise la caracterisation suivante des 
diviseurs amples |Br89| tli.3.3]. 

Proposition 3.2. Soient X un plongement projectif de G/H , F son eventail colorie et D un 
diviseur de Weil de la forme 

m 

YhX,+ baDa, 
i=l a&S\I 

ou les bi et les b^ sont dans Z. 

Alors D est de Cartier si et seulement si pour tout cone colorie {C, J-) de ¥ , il existe xc dans 
M tel que 

Mxi £ C, {xi,xc) = bi 
et \/Da G J^, {aM,Xc) = ba- 

Lorsque D est de Cartier on peut alors definir une application ho de dans M, comme suit. 
Soit X un element de N^. Comme X est projectif, F est complet done il existe un unique cone 
colorie maximal {C,!F) de F tel que x soit dans C, et on pose alors /id(x) = {x,xc)- C'est une 
application lineaire sur chaque cone. 

Le diviseur (de Cartier) D est ample si et seulement si : 
(i) I'application est strictement convexe (c'est- a- dire, pour chaque cone maximal C, I'appli- 
cation lineaire xc ^st strictement superieure sur C aux applications lineaires xc , pour tout cone 
maximal C distinct de C) ; 

(a) pour tout cone colorie {C,J-) de F et pour tout a tel que Da ne soit pas dans T , on a 

{oLMiXc) < ba- 
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Petits rappels (pour plus de details, voir la partie^) : S est I'ensemble des racines simples et 
I est le sous-ensemble de S de la definition 11.41 Les reseaux A'' et M sont des reseaux de rang egal 
au rang de G/H, et sont duaux I'un de I'autre. Pour tout a G S\I, 6lm est I'image de la couleur 
Da dans par I'application a ()1.11.1() . 

On definit comme I'ensemble des a G S\/ tels que soit une couleur de X. 

Lorsque D = —Kx est ample, I'application Kd verifie hD{xi) = ■ • • = h£){xm) = 1 pour tout 
i G {1, . . . ,m}, et h£){aM) = Oo pour tout a G Vx- L'ensemble 

Q = {^x G TVr I VC G F, ixcu) < 1} (3.2.1) 

est alors un polytope convexe contenant dans son interieur et dont les sommets sont xi, . . . , Xm 
et certains des ^ oii a G Vx- De plus les points ^ oii a ^ Vx sont dans I'interieur de Q, et 
les ou a G "Dx sont dans le bord de Q. En particulier, Q est un polytope convexe rationnel. 
On definit le polytope dual de Q par 

Q* = {y (z M^l^ueQ, {v,u) > -1}. (3.2.2) 

Les sommets de Q* sont en bijection avec les faces maximales de Q. Ainsi Q* est I'enveloppe 
convexe des — xc ou C decrit I'ensemble des cones colories maximaux de F. En particulier, Q* est 
a sommets dans M. 

Je regroupe toutes ces proprietes dans la definition suivante. 

Definition 3.3. Soit G/H un espace homogene horospherique. Un polytope convexe Q de 
est dit G / H -reflexif si les trois conditions suivantes sont verifiees : 

(1) Q est a sommets dans A^ U \ a G »S'\/}, et contient dans son interieur. 

(2) Q* est a sommets dans M. 

(3) Pour tout a G S\I, |f G Q. 

Exemples 3.4. Desormais on representera, dans les figures, les couleurs par les au lieu des 
(Xm, et toujours par des points blancs. Les exemples choisis seront tels qu'un point blanc est 
associe a une seule couleur. Mais il faut tout de meme noter qu'il pent y avoir des cas oii un 
meme point ^ correspond a plusieurs couleurs. 

(1) Dans le cas de SL2/U, on n'a qu'une couleur et aa = 2. Les seuls polytopes 5L2/C/-reflexifs 
sont les segments suivants. 

■ ■ ■ -I ■ ■ ■ I •— e — I . . . .| . . . I ^—Q. .| . . . I . . . 

Et leurs duaux sont respectivement : 

■ ■ ■ -I ■ ■ ■ I • 1 ■ ■ ■ -I 1 • 1 
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(2) Dans le cas de {SL2 x C)/U, prenons les polytopes associes aux eventails de I'exemple 
11.191 Les deux premiers sont G/i/-reflexifs. Le troisieme polytope n'est pas G/ H-reRexii car son 
dual n'est pas a sommets entiers. 




Les polytopes duaux sont respectivement : 




(3) Void d'autres exemples de polytopes dans le cas oil G/H = {SL2 x C)/U. 




Le premier et le troisieme sont G/H-re&exiis. Par contre, le deuxieme ne Test pas, car ^ Q. 

Remarque 3.5. La condition (3) est equivalente a la condition 

(3') : 2p^ + Q* (le translate de Q* par 2p^ dans Ar) est inclus dans Aj^. 

En fait, 2p^ + Q* est le polytope moment de {X, —Kx) |Br89j, c'est-a-dire 

H\X,-Kx)= V{2pP + \). 
AeQ* 

En efFet, si s est la section canonique de —Kx, on a I'isomorphisme suivant 

{/ € C{G/H)^^) I div(/) -Kx>Q} H^{X, -KxY^^ 

f ^ fs. 
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De plus s est de poids 2p^ = ^aes\i '^a'^a sous Taction de B, et si / € C{G / H)^^^ est de poids 
X alors 

m 

div(/) -Kx= ^{l + {x,Xi))Xi + ^{ao, + {x,aM))Da. 
1=1 oe5\/ 

Done les poids de H^{X, —Kx)^^^ sont bien les caracteres qui sont dans le polytope 2p^ + Q*. 

II pent etre interessant aussi de regarder les cas oii —Kx est seulement Q-Cartier (c'est-a-dire 
un multiple de —Kx est de Cartier) et ample : on dira alors que X est Q-Fano. Dans ce cas, Q 
ne verifie plus la condition (2). On dit alors qu'un polytope convexe de est Q-G/i?-reflexif 
s'il verifie la condition (3) de la definition 13.31 et la condition 

(1') : les sommets de Q sont des elements primitifs de N on des elements de G et 

Q contient dans son interieur. 

On pent remarquer qu'un polytope G/i^-reflexif verifie aussi la condition (1)' car (1) et (2) 
impliquent (1'). 

Le dernier polytope de Texemple 13.41 (2) est Q-G//7-reflexif. 

Remarquons que dans le cas torique, la definition d'un polytope (C*)"'-reflexif est celle d'un 
poljd;ope reflexif donnee par V. Batyrev. L'ensemble des classes d'isomorphisme des varietes 
toriques de Fano de dimension n est en bijection avec l'ensemble des polytopes reflexifs de Z"' 
|Ba94j . La proposition suivante generalise alors cette classification aux varietes horospheriques de 
Fano. 

Proposition 3.6. Soit G/H un espace homogene horospherique. L 'application qui a un plonge- 
ment X de Fano de G/H associe le polytope Q defini en \'i.2.1]) est une bijection de l'ensemble 
des plongements de Fano de G/H (respectivement Q-Fano) a isomorphisme pres, sur l'ensemble 
des polytopes G / H -reflexif s (respectivement Q-G / H -reflexif s) de N^. 

Je rappelle que les isomorphismes de plongements sont definis en ll.7l 

Demonstration. II suffit de definir Tapplication inverse. Soit Q un polytope G/ff-reflexif de A'jr ; 
on lui associe alors le plongement X{Q) de G/H dont Teventail colorie est l'ensemble des cones 
colories (C, !F) (et leurs faces coloriees) tels que C soit le cone engendre par une face maximale F 
de Q, et soit l'ensemble des verifiant ^ € F. 

Alors on verifie que —Kx{q) est de Cartier (— xc est le sommet de Q* associe a F) et ample, 
par convexite de Q et par la condition (3) de la definition 1231 Ensuite, le polytope associe a X{Q) 
(|3.2.1j) est bien Q par construction. 

De meme, si X est un plongement de Fano et Q est le polytope G/if-reflexif associe, on a 
X{Q)=X. 

Lorsque Q est un polytope Q-G/iJ-reflexif, on construit X{Q) exactement de la meme fagon, 
et on verifie aussi que cette application est Tinverse de Tapplication X i— > Q{X). □ 

Remarque 3.7. Les couleurs d'un plongement X de Fano sont les couleurs telles que 
se trouve sur le bord du polytope G/i^-reflexif associe a X. Supposons que pour a 7^ /? on ait 
= Soit X un plongement de Fano de G/H. Alors si est sur le bord du polytope 
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G/ff-reflexif associe a X alors ^ Test aussi ; et reciproquement. Par consequent, soit aucune des 
deux couleurs Da et Dp n'est une couleur de X, soit toutes les deux sont des couleurs de X. 

Cette classification permet notamment de donner une version effective, dans le cas des varietes 
horospheriques de Fano, d'un resultat de V. Alexeev et M. Brion |AB04j sur les varietes spheriques 
de Fano. 

Theoreme 3.8. Soit G/ H un espace homogene horospherique de rang n. On note a = JlaGsy/ 

etV = (7(a + L'ensemhle des classes d'isomorphisme des varietes de Fano qui sont des 

plongements de G/H est fini et de cardinal inferieur d 

Remarque 3.9. La borne obtenue est sans doute loin d'etre optimale. En effet, les majorations 
faites dans la preuve sont en general assez grossieres. 

On appelle alors automorphisme de {N, V) tout automorphisme du reseau qui fixe chaque 
couleur um- Grace a la proposition suivante, il suffira de majorer le nombre de polytopes G/H- 
reflexifs a automorphisme de (A^, V) pres pour demontrer le theoreme 13.81 

Proposition 3.10. Soit (p un automorphisme de {N,T>). On note aussi (j) V automorphisme de 
A]R induit par (p. Soient X et X' des plongements de G/H d'eventails colories respectifs ¥ et¥' , 
tels que ¥' = (p{¥). Alors les varietes X et X' sont isomorphes. 

Rappelons que les plongements X et X' ne sont pas isomorphes si (J) n'est pas trivial (theoreme 

EM- 

La preuve de cette proposition est fortement inspiree de |AB04j . 

Demonstration. Notons G' la partie semi-simple de G. On definit alors G = G' x P/H. C'est un 
groupe algebrique reductif et connexe. Rappelons que P = Ng{H), ainsi G agit sur G/H par 
{g,pH).xH = gxpH. 

De plus G/H est homogene sous Taction de G, G/H ~ G/H, et H est un sous-groupe 
horospherique de G. En effet, le radical unipotent U du sous-groupe de Borel B = {BnG') x P/H 
est U X {1} et 

H = {{g,pH) eG\gpeH}DU. 

On verifie aussi que P := N^{H) = (P n G') x P/H. Puis on voit que le reseau des caracteres de 
P dont la restriction a H est triviale est le groupe {(X)X~^)) X ^ isomorphe a M. De plus, 
les couleurs associees a G/H sont les memes que celles associees a G/H avec les memes images 
dans M. 

Ainsi les plongements de G/H sont les memes que ceux de G/H. Done X et X' sont des 
plongements de G/H d'eventails colories respectifs F et F'. 

Comme P/H est isomorphe au tore dual de M, (j) induit naturellement un automorphisme de 
P/H, qu'on notera encore (p. On pent alors definir X" comme etant la variete X sur laquelle G 
agit par [g,pH)^.x = gxcp^^ {pH) ; c'est un plongement de G/H. II suffit alors de montrer que 
son eventail colorie est F' : on aura ainsi des isomorphismes de varietes X' ~ X" ~ X. 

Notons 4>* : M — > M I'automorphisme dual de (/>. Comme 4> fixe chaque couleur, (j)*{x) et x 
ont alors la meme restriction a B DG' , pour tout x ^ 
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Soit / € C{G/H)^^^ de poids x'l autrement dit, pour tous {b,pH) G S et x G G/H, on a 
fibxpH) = x-\h)x{v)f{x). 

Si Paction de G est tordue par 0, on a alors 

f[{b,pH)^.x) = x-\b)x{ct>-\pH))f[x). 

Or x{4'~^{pH)) = 4'*~^{x){p) par definition de (p* et x~"'^(&) = car (p fixe chaque 

couleur. Done / est de poids <p*~^{x) (lorsque faction de G est tordue par </>). 

Par consequent, pour tout diviseur i?-stable D de X, en notant D" le meme diviseur dans 
X" , on a cr{D") = (j){a{D)). De la fagon dont I'eventail colorie d'un plongement est construit a 
partir des images par a des diviseurs i?-stables, on conclut que X" a pour eventail colorie F'. □ 

Exemple 3.11. On salt deja que le nombre de varietes toriques de Fano de dimension 2 est 16, 
dont 5 seulement sont lisses. 

En rang 2, il y a par exemple 135 polytopes {SL2 xC*)/C/-reflexifs, dont 16 correspondent a un 
plongement lisse et 398 polytopes {SL2 x S'L2)/f^-i'eflexifs, dont 39 correspondent a un plongement 
lisse. Les polytopes /SLa/CZ-reflexifs sont les memes que les polytopes {SL2 x S'L2)/?7-reflexifs ; 
par contre, seulement 27 d'entre eux correspondent a un plongement lisse de Fano de SL^/U. La 
liste complete de tous ces polytopes est donnee dans i'alKi ch.6] . 

Dans le cas torique, le tlieoreme l3.8l dit que le nombre de polytopes reflexifs, a automorphisme 
de Z" pres, est fini. Ce resultat a ete demontre en premier par A. Borisov et L. Borisov IBBQ2j • 
Mais une autre preuve (plus souvent utilisee) consiste a appliquer un resultat de D. Hensley jHe83] 
afin de majorer le volume des polytopes reflexifs. 

Dans notre cas, on utilise une generalisation du theoreme de D. Hensley due a J. Lagarias et 

o 

G. Ziegler. On note Q I'interieur de Q. 

Theoreme 3.12 (|LZ9B). Soient n, a et k des entiers strictement positifs. Soit Q C un 

o 

polytope convexe d sommets dans tel que flaZ") = k. Alors le volume de Q est majore par 
A:a"(7(A:a + l))"2"+\ 

Demonstration du theoreme VJ.^ Commengons par remarquer qu'un polytope G/-ff-reflexif Q est 

a sommets dans -N et que Q r\N = {0}. En effet, s'il existe u dans {Q nA^)\{0}, alors pour tout 
V £ Q* , {v,u) > —1. Or il existe un sommet v de Q* tel que {v,u) < 0, ce qui contredit le fait 
que {v, u) est entier. 

Par consequent, le theoreme precedent nous dit que tout polytope G/-ff-reflexif a un volume 
majore par V = (7(a + l))*^^"^^. 

Si G est semi-simple, les ^ pour a G 5\/ torment une famille generatrice de N^. Soient 
ai,...,an G S\I tels que {a\M otnM) soit une base de N^. Soit u G Q, alors pour tout 
i G {1, . . . , n}, le simplexe de sommets 0, u, et j / ^ est strictement inclus dans Q, done son 
volume est strictement inferieur a V. Par consequent, u est dans I'interieur du parallelepipede 
de sommets ±n\aVaiM, ■ ■ ■ ,^nlaVanM- Ce dernier contient au maximum 2^ {nlaV)'^'^^ points 
de A^, done en majorant grossierement, on obtient que le nombre de polytopes G/i7-reflexifs est, 
dans ce cas, inferieur a 2^"("''"^)" . 
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Dans le cas general ou G est reductif, notons le sous-espace vectoriel de engendre par 
les Q.M- Soit (aiM, • • • , oiim) une base de alors pour tout polytope G/ff-reflexif il existe 
/i, ■ ■ ■ , /n-i e Q n iV tels que {aiM, ■ • • , "iM)} U {/i, . . . , forme une base de N^. Montrons 

qu'il existe un ensemble fini fixe d'elements de N-r, tel qu'on puisse toujours se ramener, quitte a 
appliquer un automorphisme de {N^ V) , au cas ou les fi font partie de cet ensemble. 
Soit (ei, . . . , e„) une base fixee de N telle que (ei, ... ,ei) soit une base de = N^DN. Dans cette 



base, un automorphisme de (TV, V) s'ecrit alors matriciellement sous la forme A = 



Il B 
C 



, ou 



Il est I'identite dans N^, B e Mi^n^i{Z) et C G GLn-i{Z). Soit la matrice formee des vecteurs 
colonnes /i, . . . , fn-i dans la base (ei, . . . , e„). Alors, il existe un automorphisme A de {N, V) tel 
que Q = AJ^ de la forme suivante (on note {gij)\<i<.n,\<j<n-l ses coefficients) 



511 ■ ■ ■ 51,: 

5i+i,i 

■■• 



V ■■■ Qn^n-l j 

et telle que pour tout 1 < j < n — Z et 1 < z < j — 1, 

< gij < \gj+i,j\. 

De plus, le produit des gj+ij est majore par n\aV, done le nombre de telles matrices Q est inferieur 

ra(ra+l) 

a {n\aV) 2 . 

On en deduit alors que le nombre de polytopcs G/i?-reflexifs est inferieur a 



{n\aV) 



□ 



Remarque 3.13. Ce resultat peut se generaliser de la maniere suivante : soit k un entier stricte- 
ment positif, alors Ic nombre dc plongements X de G/H, tels que —kKx soit de Cartier et ample, 
est fini. II suffit de remarquer que le polytope Q-G/i?-reflexif Q associe a X a son dual a sommets 
dans ^M. On en deduit alors que -^Q est a sommets dans -^N, et son interieur ne contient que 
comme point entier. Ainsi le volume de Q est majore par K"'{7{aK + 1))"^" , et la suite de la 
demonstration reste inchangee. 



4 Majoration du degre et du nombre de Picard 

Pour majorer le degre et le nombre de Picard des varietes horospheriques de Fano, on se 
donne un espace homogene horospherique G/H et on etudie le degre et le nombre de Picard de 
ses plongements lisses. 
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4.1 Majoration du degre 

Pour avoir plus de details sur le degre des varietes de Fano, on se referera a |De03j oii le degre 
est majore dans le cas des varietes toriques lisses, et aussi a |De01j oti on trouve en particulier 
des varietes toriques de Fano de grand degre (prop. 5. 22). 

Definition 4.1. Soit X une variete de Fano de dimension d. On appelle degre de X, le nombre 
d'intersection {—Kx)'^- Le theoreme de Riemann-Roch et le theoreme d'annulation de Serre im- 
pliquent que la dimension de T{X, —kKx) est equivalente, lorsque I'entier k tend vers I'infini, a 

Le resultat suivant se demontre en utilisant la remaraue 13.51 et la formule des caracteres de 
Weyl. 

Proposition 4.2. (cas particulier de Wr8!A th.4-1]) Soit X un plongement de Fano de G/H. 
Alors 

i-^^y-^'^i n 

^ aeR+\Rt ' 

oil la mesure dans I'integrale est celle pour laquelle le domaine fondamental de M est de volume 1. 

Dans le cas torique, on a {-Kxf = d\ vol(Q*) |()d88[ cor 2.23]. Le theoreme EUSpermet alors 
de majorer le degre de X de fagon immediate, mais cette borne est doublement exponentielle. 
O. Debarre donne une bien meilleure borne dans le cas ou X est lisse. 

Theoreme 4.3 r jDeOS p. Soit X une variete torique lisse de Fano de dimension n et de nombre 
de Picard p. 

Si p>l, alors {-KxT < 

Si /3 = 1, on a bien siir X = P" et {—Kx)"^ = (n + 1)". Dans le cas horospherique, on obtient 
le resultat analogue enonce dans I'introduction : le theoreme ID. II 

La proposition 12.21 se reecrit de la fagon suivante lorsque X est de Fano. 

Proposition 4.4. Soit G/H un espace homogene horospherique. Soit X un plongement de Fano 
de G/H . On note Q le polytope G / H -reflexif associe. Rappelons que T>x designe Vensemhle des 
elements de S\I qui correspondent a une couleur de X. Alors X est localement factoriel si et 
seulement si pour toute face maximale F de Q on a : 

(1) les seuls points de F de la forme ^ sont des sommets de F ; 

(2) F est un simplexe dont les sommets ei, . . . , verifient : 

(i) pour tout i, ou bien ei (z N ou bien il existe un unique a E "Dx t^l Que ei = 
(a) (aiCi, . . . jOnCn) est une base de N oil les Oi sont definis par : 



Oj = 1 si e,: G 

dj dry SI C' 



— &M, 

da 



Remarque 4.5. Lorsque Q est le polytope G/H-veHexii associe a un plongement de Fano locale- 
ment factoriel de G/H, on definira comme dans la proposition pour tout sommet u de Q. 

Dans la suite, G/H sera un espace homogene horospherique fixe et X un plongement de Fano 
localement factoriel de G/H. 
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On note r I'entier strictement positif tel que le nombre de sommets de Q soit egal a n + r. 
Dans le cas torique, cet entier est le nombre de Picard. Dans le cas horospherique, on pent 
exprimer le nombre de Picard de la facon suivante : 

p = m + tt(5\/) -n = r + ^{S\I) - ti(Px). (4.5.1) 

En efFet, tout diviseur est lineairement equivalent a un diviseur de la forme Yl^i biXi + 
YlaeS\i ^aDa (h et ba entiers) |Br97bl Chap 5], et les relations entre ces diviseurs sont les relations 
du type div(/) = oii / e C{G/H)^^\ Pour la deuxieme egalite, rappelons que tJ(^x) est le 
nombre de couleurs de X, c'est-a-dire le nombre des points qui sont sur le bord de Q (voir 
la remarque 13. 7j) . Puisque X est localement factoriel, les points de la forme ^ sont tons des 
sommets de Q et correspondent a une unique couleur. On en deduit que tJ(^x) est exactement le 
nombre de sommets de la forme Ainsi m + '^(T>x) = n + r. 

De plus, ces deux egalites restent vraies lorsque X est seulement Q- factoriel (voir la definition 
I4.15|) . Elles se demontrent par les memes arguments et avec la proposition 14. 16l 

Exemple 4.6. Si r = 1, alors Q est un simplexe : c'est I'enveloppe convexe de ei, . . . , e„+i et 
pour tout i G {1, . . . , n + 1}, 

(aiei, . . . , ai_iej_i, aj+iej+i, . . . ,0^+16^+1) est une base de A^. Done 

On+iCn+i = — aiCi — • • • — a„e„. 

Par la suite on verra que le cas 011 r = 1 est un cas un peu a part, comme dans le cas torique. 

Proposition 4.7. Soient X un plongement de Fano localement factoriel de G/H et Q le polytope 
G / H -reflexif associe. On note 

C = n+ ^ (a„ - 1). 

a£S\I 

Si p>2, alors 

vol(Q*) < (C max a„)", 

a&S\I 

et si p = 1, on a 

vol(Q*) < {{C + 1) max a„)". 

a&S\I 

On pent observer que C ne depend que de G et H. On verra par la suite (lemme l4.13() que 
G <d. 

La preuve de cette proposition est inspiree de la preuve du theoreme 14.31 ^De03j . Elle consiste 
en deux lemmes. 

Lemme 4.8. Soit b un reel strictement positif. Si pour tout u (z Q et pour tout v ^ Q* , on a 
— 1 < {v,u) < b, alors 

vol(g*) < ((6 + 1) max a„)". 

aeS\I 
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Demonstration. Par definition du dual d'un polytope, on a —^Q* C Q* : en effet si f € —j;Q*, 
on a bien {v, u) > —1 pour tout u G Q par hypothese. 

Raisonnons par I'absurde et supposons que vol(Q*) > {{b + 1) max^^g^j aa)""- 
Soient un reel rj g]0, 1[, et 

Q' = ^ ~^ Q*. 

(6 + l)maxa(zs\i aa 

Par hypothese, le volume de Q' est strictement superieur a 1 pour r] assez petit. Done, par le 
theoreme de van der Corput |Co36j , il existe deux elements q et q' de Q tels que q — q' soit dans 
M. De plus Q' est convexe et —^Q' C Q', done 

q-q' <l-H-h')^n> + ' ^ ^ i ^ ^^"^^ n* 
— " eQ,etq-qe[b+ 1)Q C Q . 



b+l 6+1 maxQ,g5\/ Oq, 

II reste a montrer que est le seul point de M dans I'interieur de Q* pour obtenir la 

contradiction voulue. 

Soit V M non nul dans I'interieur de — Q*. Pour tout u E Q, on a 



(t;,M) > 



maxaes\/ 

1 



max, 



■aeS\I «a 



Or il existe un sommet u de Q tel que {v,u) soit strictement negatif, et ce sommet est dans 
pour un a € S\I donne. Ceci n'est pas possible, done un tel v n'existe pas. □ 

Exemple 4.9. Revenons a I'exemple 14. HI oii r = 1 ; on a pour tout i € {1, . . . ,n + 1}, ai{l + 
{vj,ei)) = 6ij{ai + • • • + On+i) ou Vj est le sommet de Q* associe a la face de Q opposee a ej, et 6ij 
est le symbole de Kronecker. Dans ce cas, on pent prendre b = ai + ■ ■ ■ + a^+i — 1. Regardons ce 
que vaut b selon les valeurs de p. Sachant que p vaut 1 plus le nombre de racines simples a £ S\I 
telles que ne soit pas un sommet de Q, quand p > 1, la somme oi + • • • + a„+i pent etre 
majoree par C. Par contre, si /? = 1, oi + • • • + On+i vaut exactement C + 1. On obtient dans les 
deux cas le resultat de la proposition 14.71 lorsque r = 1. 

Le lemme suivant generalise le resultat obtenu dans I'exemple ci-dessus. 

Lemme 4.10. Si r >2, alors pour tout sommet u de Q et tout sommet v de Q* , on a 

< au{l + {v,u)) < C. 

Demonstration. Soit v un sommet de Q* . On note ei, . . . ,en les sommets de la face de Q associee 
a V. Alors (aiei, . . . , anSn) est une base de N, et {v, ei) = —1 pour tout z G {1, . . . , n}. 
On note < 6i < • • • < 6^, A; < r, les elements de I'ensemble suivant : 

{au(l + {v,u)) I u sommet de Q distinct des ej}. 

On va alors montrer par recurrence sur j que bj est majore par . 

Soient j £ {1, . . . , k} et u un sommet de Q tel que 0^(1 + u)) = bj. Soit E un sous-ensemble 
de {1, . . . ,n} non vide, minimal, tel que u et les {ei)i^E ne soient pas sur une face commune de 
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Q. Un tel sous-ensemble existe car w et ei, . . . , e„ ne sont pas sur la meme face. Quitte a changer 
I'ordre des e^, supposons E = {1, . . . , e}. Posons w = auU + oiei + • • • + a^e^, alors w est un 
element de A^. 

II existe une face de Q telle que w soit dans le cone engendre par cette face. De plus, cette 
face n'est pas celle correspondant a v. II existe done ui, . . . , Us, parmi les sommets de cette face, 
distincts de ei,...,e„ (mais pas forcement distincts entre eux), et e'i,...,e[ parmi ei,...,e„ 
(toujours pas forcement distincts entre eux), tels que 



^a«,ni + ^a-e-. (4.10.1) 



w = 

i=l 1=1 



Posons a[ = a^i_ pour simplifier les notations. 

La relation (|4.1().H) n'est pas triviale, car u et les {ei)i£E ne sont pas sur une face commune 
de Q. De plus, pour tout i G {1,. . . ,t}, e[ n'est pas dans {ei, . . . ,6^}. En effet, si par exemple 
= Be, alors la relation (|4.1().lj) induit une relation la relation non triviale suivante : 



2uU + oiCi H h ae_ie,_i = ^ a^^Ui + ^ o-e-. 



i=l i=l 

On en deduit alors que u,ei, . . . , e^-i ne sont pas sur une face commune de Q, ce qui contredit 
la minimalite de E. 

On va utiliser la relation l4.1U.ll Dour majorer bj en fonction de bj^i. Pour cela, on va d'abord 
etablir une relation entre les entiers a„, a^j., Oj et a'^. 
Le point 

1 

est le barycentre des points n, ei , . . . , affectes des coefficients (strictement positifs) respectifs 
a„, ai, . . . , a^. Comme u et ei, . . . , Ce sont des sommets de Q qui ne font pas partie d'une meme 
face, ce barycentre est dans I'interieur de Q. Par consequent, 

autrement dit. 



an 

i=l i=l 1=1 



J« + ^ Oi > ^ + ^ a- + 1. 
La relation |4. 10. II nous donne alors 

s 

bj = a„(l + {v,u)) = ^a„^(l + {v,Ui)) + a^, + ^ - ^ - 

i=l 1=1 i=l i=l 

Si s = alors bj = a„ + X]i=i - Ya=i a ■ < a„ + Y^l^i ai. 



t 
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Sinon, bj > J2i=i^Uii^ + {v,Ui)) + 1 et done aM-(l + {v,Ui)) < bj pour tout i G 
autrement dit, aui{l + {v,Ui)) < hj-i- Ainsi, 

e s t 

bj < sbj^i + + Oi - - g ■ 

i=l i=l i=l 

€ 

< sbj^i + a„ + ^ ai — s. 

1=1 

Or s< Y^l^^ au, < Ei=i + El=i «i < a« + Ei=i Oj, done 

bj < s(6j_i - 1) + a„ + < (an + ^ai)6j_i. 

i=l i=l 

En partieulier si j = 1, alors s = et done bi < au + Yli=i 

Pour eonelure, il suffit juste de remarquer que si e = n on a alors r = 1. Done e < n — 1 et 

e 

au + '^ai <n+ (gg - 1) = C 

ear les entiers Uu et valent soit 1 soit a^. □ 

La proposition se deduit alors faeilement de ces deux lemmes : le lemme 14.101 donne le reel b 
a utiliser dans le lemme 

Pour montrer le theoreme 10.11 il suffit maintenant d'une part de majorer le terme a I'interieur 
de I'integrale de la proposition 14.21 et d'autre part de donner une borne explieite pour C. 

Lemme 4.11. Si r > 2, alors pour tout a € R'^\Rj' et tout x £ Q* > 



< — ^—^ — ^ — < C max a, 



Demonstration. II suffit de montrer le resultat pour tout sommet x de Q*. 
Soit a € S\I. 

Si ^ est un sommet de Q, alors le lemme H. 101 nous dit que 

— ^ — = aa(l + (x, )) < C . 

{p",a) Oa 

Si n'est pas un sommet de Q, on obtient une majoration legerement plus grande. Comme 
^ G Q, il existe des sommets Ui de Q et des reels positifs Aj tels que Aj < 1 et ^ = ^ Ajiij. 
D'apres le lemme H. 101 on a pour tout i, (XiUi) < C" — 1 car a^ > 1. On en deduit alors que 

1 , / \ ^ ^ ^'^P^ + X,a) J. 

1 + (x, ) < C et done — — ^ — < C a^. 
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Soit maintenant a € R'^\Rf . Ecrivons a = /3i + • • • + /?s ou /3i , . . . , /J^ sont des racines simples. 
On 3j 3jlors 

□ 

Remarque 4.12. Lorsque /O = 1, d'une part r = 1 et d'autre part est un sommet de Q pour 
tout a E «S'\/. On a alors le meme resultat en remplagant C" maxa^g^j Oq par C + 1. 
Lemme 4.13. 

^ {aa - 1) < dim(G/P) = m^\Ri)- 

aeS\I 

En particulier C < d = n + ^{R^\Rf). 

Demonstration. La preuve se fait en etudiant les differents cas, mais avant tout, reduisons le 
nombre de ces cas. 

Etape 1. Pour tout a G S\I, Cq, = (2p^,d) = {2p^,a) — {2pj,a) ou 2pj = Ainsi, 
comme {2p^,a) = 2, on a 

^ (a, - 1) = tt(5\/) - E 

aeS\I aeS\If3eR+ 

Le resultat a montrer est done 

E E -w,&)<m^\Rt)-mi)- 

Etape 2. Montrons qu'il suffit de montrer le resultat lorsque le diagramme de Dynkin Tj (voir 
la definition I2.4|l est connexe. Supposons done le resultat vrai dans ce cas. Soit I = U*^^ Ij tel 
que Tj = |Jj=i ^ij soit la decomposition de Tj en composantes connexes. Notons Sj I'ensemble 
des racines simples de S liees a Ij dans le diagramme de Dynkin Ts de G (c'est-a-dire les racines 
simples a telles qu'il existe une racine simple /3 de avec (a,/3) 7^ 0). Alors 

E E -(A«) = E E E 

i 

ce qui, par hypothese, est inferieur a Yl^j^ii'^iRg \Rf.) — '^{Sj\Ij)). 

Or ) — \i{Sj\Ij) est le nombre de racines positives non simples de R^^\Rf,. De plus, 

Rg, n R'^^ = Sj n Sk si j k car deux racines simples ne peuvent pas etre toutes les deux liees a 
Ij et /fc (un diagramme de Dynkin ne contient pas de cycle). On a done 

t 
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II suffit done de montrer le resultat lorsque F/ est connexe et S est I'ensemble des racines 
simples liees a I. 

Etape 3. On pent de plus supposer que S\I est un singleton. En efFet, en regardant la reunion 
disjointe Uae5V -^ju{a}\^/ incluse dans on voit que 

aeS\I 

Etape 4. II reste a calculer d'une part — X]/3Gi?+ iP^ ^t d'autre part ~ ^ dans 

les differents cas ou Tj est connexe et S\I est un singleton. 

Le tableau ci-dessous resume le resultat des calculs en fonction du type des diagrammes de 
Dynkin F/ et Fg. On pent remarquer qu'il y a deux fagons difFerentes d'ajouter un sommet a un 
diagramme de type Ai pour obtenir un diagramme de type G2. II y a aussi deux fagons d'ajouter 
un sommet a un diagramme de type Ai pour obtenir un diagramme de type B2 ; I'une des fagon 
est comptec dans Ic cas Ai et et I'autre dans le cas Ai et Cj+i en identifiant B2 et C2. 



Types rcspcctifs dc F/ et de F5 


-E/3eij+(A«) 




Ai et Aj+i pour i > 


i 


i 


Ai et Bi^i pour i > 1 


2i 


i(i+3) 
2 


Ai et Cj+i pour i > 1 


z 


i(i+3) 


Ai et -Dj+i pour i >3 


2{i - 1) 


(i-l)(i+2) 
2 


A5 et Eg 


9 


20 


Aq et E7 


12 


41 


Ar et £^8 


15 


91 


Ai et G2 (fleche vers a) 


3 


4 


Ai et G2 (fleche partant de a) 


1 


4 


Bi et -Bi+i pour i>2 


2i - 1 


2i 


B2 et C3 


4 


4 


^3 et F4 


9 


14 


Ci et Ai^i pour i > 3 


2?: 


2i 




G 


11 


Di et -Dj+i pour i > 4 


2z-2 


2i-l 


et 


10 


15 


L>6 et E-r 


15 


32 


D7 et £^8 


21 


78 


Eq et £7 


16 


26 


£^7 et Es 


27 


56 



Exemples 4.14. 1/ Lorsque Fj est de type et que F5 est de type A+i) notons a, . . . , /?i 
les racines simples de S, 
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o o o o 

a /3i Pi 

alors 

- {P,a) = - {Pj + --- + Pk,a) 

= - Yl (/3i + --- + /3fc,a) = - Y -^ = ^- 

l<k<i l<k<i 

Puis Rt^{^y\Rt = {a + Pi + --- + Pk\l<k<i}. 

2/ Lorsque Tj est de type Ai et que Ts est de type G2 (fleche vers a), notons /?i la racine 
de / 

a /3i 

alors 

- Y W,a) = -{pi,a) = 3. 
Puis Rj^^^yXEf = {a,a + P, 2a + /3, 3a + p, 3a + 2/3}. 

□ 

On peut remarquer que les configurations ovi il y a egalite sont celles qu'on retrouve lorsqu'on 
s'interesse aux varietes horospheriques non toroidales lisses (voir la partieEJ- Le resultat de ce 
lemme est alors optimal meme dans le cas lisse. 

On a maintenant tons les outils pour demontrer le theoreme lU.ll 

Demonstration. Si p > 1 alors les propositions 14.21 et 14.71 ainsi que les lemmes 14.111 et 14.131 nous 
permettent de dire que 

i-KxY < dl i(f max aaT{(f max aa)*^"" = d\(f'^i max Ca)'^. 

Qe5\/ a&S\I a£S\I 

On a evidemment max^g^y/ Ua < C < d des que n > 1. D'autre part, si n = on a X = G/P 
et p = ^{S\I) > 1 ; done on a aussi max„g5yj < C puisque Oq > 2 pour tout a G S\I. 
Si p > r + 1 alors {-Kx f < dl d'^P . 

Si p = r > 1, ^ est un sommet de Q pour tout a G S\I. La preuve du lemme H. 1 1 1 nous dit 

que 

{pB,a) 

et done 

{-Kxf < dl [dT max o„)"(d")'^-" = dl d''\ max a«)" < d\ d'^P+'^ . 

a€S\I aeS\I 



32 



De meme, si p = 1 on a aussi r = 1 et 

i-Kx)'^ < dl {{d + 1) max a^)"(((i + l))'^" 

aeS\I 



4.2 Majoration du nombre de Picard 

On va majorer le nombre de Picard des varietes horospheriques (Q-factorielles. 

Definition 4.15. Une variete normale est dite Q-factorielle si tout diviseur de Weil est Q-Cartier. 

On va formuler un critere analogue a celui donne dans la proposition 14.41 toujours en utilisant 
la caracterisation des diviseurs de Cartier sur une variete spherique |iBr89,, prop. 3.1] enoncee dans 
la proposition 13.21 La preuve est laissee au lecteur. 

Proposition 4.16. Soit X un plongement de Fano de G/H . On note Q le polytope G / H -reflexif 
associe. Alors X est Q-factoriel si et seulement si toute face F de Q est un simplexe, et tous les 
points de F de la forme sont des sommets de F. 

On va montrer un resultat analogue a celui obtenu par C. Casagrande dans le cas torique 

lEEOa th.i(i)]. 

Theoreme 4.17. Soit X une variete horospherique de Fano, Q-factorielle, de rang n, de dimen- 
sion d et de nombre de Picard p. Alors 

p<2n + i\{S\I) <n + d<2d. 

On en deduit alors facilement le theoreme 10.21 enonce dans I'introduction, en remarquant que 
n + d = 2(i si et seulement si X est torique. 

La demonstration qui suit est inspiree des preuves de C. Casagrande |(]an6| th.3(i)] et de 
B. Mil [NlnBl lem.5.5]. 

Demonstration. Soit v un sommet de Q*. 

Etape 1. Notons F^ la face de Q associee a et ei, . . . , e„ les sommets de cette face. Montrons 
que tout sommet entier u (c'est-a-dire dans N) de Q verifiant {v, u) = est adjacent a c'est- 
a-dire qu'il existe un indice j tel que ei, . . . , Cj-i, ej+i, . . . ,en et u soient les sommets d'une face 
Fj de Q. On note le sommet u de Q verifiant cette derniere condition. 

Soit (e^, . . . , e* ) la base duale de (ei, . . . , e^) dans Mr. Soit j G {1, . . . , n}. Alors {e*,u^)y^O 
(sinon est dans I'hyperplan engendre par les (ei)i^j) et on pent alors definir 

_ -1 - {v,u^) 
~ {e*,uJ) ■ 

De plus, le sommet de Q* associe a Fj est = v + lj^*j- ^n deduit alors que 7j > 0, car 
{vi,ej)>-l. 

Soit u un sommet entier de Q verifiant (f,n) =0; alors {v^ ,u) = jj{e*,u) et done 

u^Fj^ (e*,n) > 0. 



d\ {d + lf{ max < d\ {d + 1)'^+". 

aeS\I 



□ 
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Si u pour tout j € {1, . . . , n}, alors {e*,u) > pour tout j £ {1, . . . ,n} et done u est 
dans le eone engendre par ei, . . . , e„, ee qui n'est pas possible. Par consequent, u est I'un des 
et est done adjacent a Fy. 

Etape 2. Le nombre de sommets de Q tels que {v,u) = —1 est n, et le nombre de sommets 
entiers de Q tels que {v,u) = est inferieur ou egal a n par I'etape 1. 

L'origine est dans Q, done il existe des sommets vi, . . . ,Vh de Q* {h > 0) et des entiers 
strictement positifs mi, . . . , nih tels que niivi + • • • + Vhmh = 0. 

On note I = {1, . . . , h}, M = Y2iei pour tout sommet entier u de Q on pose 

A{u) = {i £ I \ {vi,u) = -1} 
et B{u) = {i£ I \ {vi,u) = 0}. 

Alors on a, pour tout sommet entier n de Q, 

= y^^mi{vi,u) 

= - ^ mi+ ^ mi{vi,u) 
i€A(u) i^A{u)UB{u) 

> - ^ mj + ^ rui 

i€A{u) i<^A(u)UB{u) 

= M-2^mi- rrn 

ieA(u) ieB{u) 

et done M < 2 EisA{u) + J2ieB{u) ^i- 

Sommons cette derniere inegalite sur tons les sommmets entiers u de Q. On obtient alors, en 
notant r' le nombre de ces sommets : 

r'M < X] X] + X] X] 

u ieA(u) u i£B{u) 

= X X 2m, + ^ ^ 

iel u,(vi,u)=—l i&I u,(vi,u)=0 

< 3nM 

done le nombre de sommets entiers de Q est inferieur ou egal a 3n. On en deduit alors facilement 
que le nombre n + r de sommets de Q est inferieur ou egal a 3n + ^(Vx)- En utilisant I'equation 
(|iXT|) . on a 

p = r + US\I) - mx) <2n + US\I). 

□ 

Corollaire 4.18. Soit X une variete horospherique de Fano localement factorielle de dimension 
d>2. Alors 

i-Kxf < d\ d^^\ 
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Demonstration. Lorsque p >2 le degre est majore par 

^1 ^d(2n+tJ(S\/))+n < ^|^d(2n+tl(S\/)+n)^ 

grace aux theoremes 10.11 et 14.171 Sachant que n + tt('S'\-^) < d (11.4.1(1 . on obtient facilement le 
resultat. 

Lorsque ,f3 = 1, on a {-Kx f < dl {d + 1)^^+" < d\ {d + if'^ < d\ d^'^^ des que d > 1. □ 

Remarques 4.19. Le cas ou d = 1 et p = 1 correspond a la droite projective; le degre vaut 
alors 2. 

Si on fait le meme raisonnement dans le cas torique (en combinant le theoreme de Debarre et 
celui de Casagrande), on obtient une borne legerement plus forte, d\ d^'^^ au lieu de d\ d^'^^ . 

5 Sur I'amplitude des diviseurs d'une variete horospherique pro- 
jective 

G. Ewald et U. Wessels ont montre que pour toute variete torique projective X de dimension d, 
et pour tout diviseur de Cartier ample -D, le diviseur {d—l)D est tres ample |EW91j . On va utiliser 
leur argument pour demontrer le theoreme IU.31 

On pent supposer que G est factoriel, quitte a le remplacer par le produit direct de son radical 
et du revetement de sa partie semi-simple. Alors tout fibre en droites C sur une G- variete normale 
X est G-linearisable (voir |KK89l def.2.1 et ch.2.4]), et done H^{X,C) est un G-module rationnel 
par |KK891 lem.2.5]. 

Soit X une G-variete spherique projective de rang n, et soit D un diviseur de Cartier ample 
sur X. On pent supposer que D est i?-stable, puisque tout diviseur sur une variete spherique est 
lineairement equivalent a un diviseur i?-stable. 

Soit le polytope moment de D ; c'est un polytope convexe d'interieur non vide dans M^, 
defini par 

Qd = {A € Aq I le G-module V{kX) apparait dans H^{X,kD) pour un certain entier k > 0}. 
En particulier, 

H^{X,D)c. V{\). 

Lorsque X est horospherique et = —Kx, on retrouve le polytope moment 2p^ + Q* de la 
remarque 13.51 

Toujours lorsque X est horospherique, le polytope est entierement defini par I'espace 
des sections de D. En effet, notons s la section canonique de D. C'est un vecteur propre sous 
Faction de B. On note xo son poids. Comme pour —Kx, on decrit les sections de kD a I'aide de 
I'isomorphisme suivant : 

{/ G C{G/H)(^^ I div(/) + kD>0} — > H^{X, kD)(^^ 
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De la proposition 13.21 on deduit alors que les poids de H^{X,kD)^^^ sont les caracteres situes 
dans I'enveloppe convexe des k{xo ~ Xc)i ou les xc sont les caracteres definis par le diviseur de 
Cartier D lorsque C decrit I'ensemble des cones colories maximaux de X. Le polytope Q*j-) est 
done I'enveloppe convexe des caracteres Xo ~ Xc- 

En particulier, les sommets de sont entiers (c'est-a-dire dans M) et sont en bijection avec 
les G-orbites fermees de X, ou encore avec les plongements simples de X. 

Par contre, si X est seulement spherique, il se pent que ait des sommets non entiers ; 
mais les G-orbites fermees y de X sont associes a certains sommets entiers de Q^- En effet, 
H^{Y,D n Y) est un G-module simple, et son plus grand poids est un sommet de Q^, car les 
G-orbites de X correspondent a des faces de QJ, |Br97bl 5.3]. 

Lemme 5.1. Lorsque X est horo spherique, avec les notations ci-dessus, les assertions suivantes 
sont equivalentes : 

(1) D est tres ample, 

(2) pour tout sommet x de Q*£,, le monoide M D ]R-(-((5^ — x) engendre par M fl (Q^ — x). 
Le monoide MnM+((5^ ~x) 6st I'ensemble des elements de M qui sont dans le cone engendre 

par Q*jy au point x- 




Remarque 5.2. Dans |EW91j . G. Ewald et U. Wessels montrent que la condition (2) est verifiee 
pour tout polytope de la forme (n — 1)Q, ou Q est un polytope a sommets entiers de dimension n. 
Or on a Q^^, = kQJ^ pour tout entier k > 0, done la premiere partie du theoreme IU.3l se deduit 
du lemme ci-dessus. 

De plus, lorsque X est spherique, on a encore le resultat suivant (dont la demonstration est 
identique a celle du lemme) : si la condition (2) est verifiee pour tout sommet entier de alors 
D est tres ample. Ainsi la premiere partie du theoreme IU.3I reste vraie dans le cas spherique. 

Demonstration du lemme. Sur une variete spherique, tout diviseur ample est engendre par ses 
sections globales (consequence immediate de |Br89l th.3.3]), done D definit un morphisme G- 
equivariant 

0^: X ^ F{H^{X,Dr) 
X I — > [s 1-^ ■s(x)]. 

De plus, D est tres ample si et seulement si (pa est une immersion fermee, ou encore, si et 
seulement s'il existe un recouvrement fini de X par des ou verts affines Xg^ tels que 1' application 
C[F{H^{X,D)*)s^^o] — > C[X,J soit surjeetive. 

Les plongements simples Xy de X (lorsque Y parcourt les G-orbites fermees de X) recouvrent 
X, done il suffit d'etudier (pu sur chaque plongement simple Xy- 
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Le morphisme de restriction H^{X,D) — > H^{Y,Y fl D) est surjectif, car Y est homogene 
et il existe une section non identiquement nulle sur Y. De plus, le G-module H^{X,D) n'a 
que des multiplicites 1 dans sa decomposition en G-modules simples. On a ainsi une projection 
canonique de H^{X,D)* dans H^(Y,D n Y)* qui definit alors une application rationnelle tt de 
F{H^{X,D)*) dans F{H^{Y,Dn Y)*). En fait ^^(Xy) est inclus dans le domaine de definition 
de TT, car Xy = {x & X \ G.x D Y}. Notons ip la composee de (pD et tt. On a alors le diagramme 
suivant : 



Xy 




H%X,Dy) 
I 

I n 
V 



F(H°{Y,Dr\Y)*) 

On a vu au debut de cette partie que les plongements simples de X sont en bijection avec les 
sommets de Q*^ . Soit xy le sommet de correspondant au plongement simple Xy de cone 
colorie {C,T). Si 

W:=¥{H''{Y,DnYr),^^^o, 

alors ip~^{W) est un ouvert affine S-stable de Xy ; c'est done I'unique ouvert affine S-stable Xq 
de Xy [KHoTI ch.3]. 

De plus Xy est reconvert par un nombre fini de translates g.Xo, 5 G G, et 

C[Xo](^) = {/ G C(G/F)(^) de poids dans C n M} 

oia C est le cone dual de C dans M. 
On a aussi 

Xo ~ X Z 

oil P est un sous-groupe parabolique contenant B et Z est une variete spherique affine sous 
Taction du sous-groupe de Levi L de P contenant T |Br97b| chap. 1.4]. De plus |Br97b| chap. 
3.3], 

(^[^](BnL) ^ 1^ g C(Z)(-^"-^) de poids dans C n M}. 

Remarquons maintenant que C Ci M n'est autre que le monoi'de M n M.+ {Q*j-, — xy)- On en 
deduit done que (f)D est une immersion fermee si et seulement si ce monoi'de est engendre par 
M n {Q}) - xy), et cela pour tout Y. □ 

Pour demontrer la deuxieme partie du theoreme 10. 3( reprenons les notations de la demonstra- 
tion du lemme precedent. Lorsque X est une variete horospherique localement factorielle, le cone 
C est engendre par une base de N d'apres la proposition 12.21 Done C est engendre par une base 
de M. Et comme est a sommets entiers, Q*j-, — xy contient alors cette derniere base. Ainsi la 
condition (2) du lemme est verifiee, et D est tres ample. 
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